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Résumé Nous montrons que toute section hyperplane d'une variété image réciproque 
d'une variété lisse de dimension au moins égale à 2 par un endomorphisme (qui n'est 
pas un automorphisme) de l'espace projectif est linéairement complète. Ce résultat a 
un intérêt particulier dans le cadre des surfaces lisses de P4. 

Hyperplane sections and endomorphisms of projective space 
Abstract We show that any hyperplane section of a variety which is the inverse 
image of a smooth variety of dimension at least 2 by an endomorphism (wich is not 
an automorphism) of the projective space, is linearly complète. We stress the case of 
smooth surfaces in P4. 

Introduction. 

G. Ellingsrud et C. Peskine ont démontré (Q) que, excepté pour un nombre fini de 
composantes du schéma de Hilbert, une surface lisse de P4 est de type général. D'autre 
part, les seuls exemples de surfaces lisses irrégulières de P4 connus sont d'irrégularité égale 
à 1 ou 2. Ces surfaces sont construites comme images réciproques par des endomorphismes 
d'un nombre fini de surfaces irrégulières connues. Et il est conjecturé de longue date que 
l'irrégularité des surfaces de P4 est bornée. Dans Q, Peskine conjecture que, excepté pour 
un nombre fini de composantes du schéma de Hilbert, la section hyperplane générale d'une 
surface lisse de P4 est linéairement complète (cf. §||). Il suggère aussi que la section hyper- 
plane générale d'une surface obtenue comme image réciproque par un endomorphisme de 
P4 d'une surface irrégulière, est linéairement complète, excepté peut-être pour un nombre 
fini de familles de surfaces irrégulières. Nous montrons ici que toute section hyperplane 
d'une surface image réciproque d'une surface par un endomorphisme (qui n'est pas un 
automorphisme) est linéairement complète. Ce qui, vue la nature des surfaces irrégulières 
connues, va dans le sens de la conjecture de Peskine. La démonstration repose sur une 



décomposition de certaines images directes de fibrés (1.1) et conduit en fait à un énoncé 
général sur les sections hyperplanes de variétés images réciproques de sous-variétés lisses 
par un endomorphisme de l'espace projectif (|2.2| ). La dernière section regroupe quelques 
remarques sur l'adjonction de ces variétés. 



1 Décomposition de 7r^{Ox'{lH')). 

Soit n un entier > 1. Soient P et P' des espaces projectifs sur C de dimension n et 
H (resp. H') une section hyperplane de P (resp. P'). Nous dirons qu'un sous-schéma 
X d'un espace projectif P est linéairement complet si le morphisme de restriction : 
HO(P,C'p(if)) — > R°{X,Ox{H)) est surjectif. 

Soient P' P un morphisme d'image non réduite à un point, donc fini, surjectif et 
plat, X C P un sous-schéma de degré d et X' = tt~^{X) C P' son image réciproque. Si 
Tr*{Op{H)) = Ov'{kH'), X' est de degré d.A:™'^™^-^). En particulier vr est de degré /c". 

Lorsque X est localement Cohen-Macaulay, on désignera par ojx son faisceau dualisant, 
et, dans ce cas, tt étant fini et plat, X' est aussi localement Cohen-Macaulay et son faisceau 
dualisant est oJx' = 7r'(wx) (où vr'(^) est défini par 7r^,7r'(.F) = Hom (7r^ (0 y/ ) , ^) , cf. [Q] 
ou III. 7]). On souhaite étudier les faisceaux Ox'{lH') et, lorsque X est localement 
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Cohen-Macaulay, ux'ilH'), et en particulier leur cohomologie. La proposition suivante et 
l'annulation des images directes supérieures de vr nous permettent de j [travailler sur Xn. 

Proposition 1.1 Le fibré TT^(Ox'ilH')), l gZi, se décompose naturellement : 

TT,{Ox'{lH')) = Ei^a » Oxi-dH) 

où Ei^d Gst le conoyau de la multiplication : 

R°{Op{H))®R'^{7r40p>{lH')){{d - 1)H)) R° {-K,{Op>{lH')){dH)) , 
non nul exactement lorsque — [l/k] < d < ô{n, k, l), avec ô{n, k,l) = n + l + 



n+l+l 
k 



Démonstration de [1.1| Comme vr est affine, 7r^,{Ox'{lH')) = 7r^:{Op'{lH'))\X: on peut 
donc supposer que X = P. Or 7r^,(C'p' est un fibre sur P et 

B'iTT,{Op'{lH')){dH)) = (Op/((/ + k.d)H')) . 

Le terme de droite s'annule pour < i < n et tout entier d. Donc ■ïï^{Opi{lH')) est une 
somme de fibres en droites. Un tel fibré est engendré en degré < 5 si et seulement si 

W{^,{Op.{lH')){{5 - n)H)) = 0, 

ce qui est équivalent à l + k{6 — n) > —n — 1. Notons Vi^d = ^{''^*{Opt{lH')){dH)) 
(la composante homogène de degré l + kd de l'anneau gradué de P'). Le diagramme 
commutatif suivant (où l + kd> et les flèches horizontales (resp. verticales) sont induites 
par la multiplication des sections sur P (resp. P')) : 

H0(Op(F)) Vi^d-i ® Vb,i ^ Vi,d «) Vb,i ^ Ei^d ® Vb,i ^ 



H0(Op(F)) ® Vi,d Vi^d+i E-> 



'l,d+l ^ U 

montre que Ei d = entraîne Ei^d+i = . D'oii la décomposition annoncée. ■ 

1.2 Lorsque vr n'est pas un automorphisme (i.e. k > 1), on vérifie que H*^(Xx'(-f^')) = Oi 
donc X' est non dégénéré. 

1.3 D'autre part si h^{Ix{dH)) = pour tout d < s alors 

h^{lx'{lH')) = pour tout / < sk. 

En effet, si J- est un faisceau cohérent sur X, on a. 

ff (tt* (.F) (IH')) ~ (.F vr, {Ox' (IH'))) . 

En particulier si h^{Ox) = 1 et si vr n'est pas un automorphisme, X' est linéairement 
complet. Remarquons cependant que h^{Ix{dH)) = pour tout d si et seulement si 
h^ilx' (IH)) = pour tout L 

1.4 Si X est lisse on sait d'après le théorème de transversalité de Kleiman (voir ||5| ou |Q, 
III.10.8, p. 273]) que, pour un automorphisme linéaire général a, 7r~^{aX) est lisse. Donc 
si X est lisse et en position générale, X' est lisse et h*(C'x') = h*(Ox) , i < dim(X). 

Dans toute la suite on supposera que vr n'est pas un automorphisme (i.e. A; > 1). 
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2 La section hyperplane. 

Soient X C P une variété lisse connexe, s une section non-nulle de Op'{H') et /i^ la 
multiplication par s : Ox' Ox'{H'). 
Proposition 2.1 H*(/Xs) est injective pour i < dim(X). 

Comme d'après 1.2 et 1.3 l'image réciproque de X est linéairement complète et non 
dégénérée, on en déduit : 

Corollaire 2.2 Soient X C P une variété lisse de dimension au moins égale à 2, n : 
P' — > P un endomorphisme qui n'est pas un automorphisme et X' = 7r~^(X). Alors pour 
tout hyperplan H' coupant X' proprement, la section X'CiH' est linéairement complète. En 
particulier, si X' est irréductible, toute section hyperplane de X est linéairement complète. 



Démonstration de 2J. D'après Ll, 7r*(/Xs) se décompose sous la forme : 7r^{i-is) = 
(^§''')p.g>0 avec : 

;uP'^ : So,ç ® Ox{-qH) Ei,p ® Ox{-pH) 
Remarquons que fi^'^ s'identifie à : 

0^mR'^{0p,{H'))(g)0x 

En appliquant le théorème d'annulation de Kodaira on voit que, pour i < dim(X), 
H*(7r=K(/is)) se réduit à : 

ff(Ox) ^ B^{Op,iH'))0WiOx) 

qui est évidemment injective. ■ 
Sans supposer X lisse, on démontre de la même manière : 

Proposition 2.3 Soit j un entier. Si W{Oxi—dH)) = pour tout entier i < j et tout 
entier d tel que < d < ô{n, k, 0) alors W{iis) est injective pour tout entier i < j. 



3 L'application canonique. 

On suppose toujours que X est lisse, connexe et en position générale. Si < / < A; et 
ôi = ô{n, k,l), on a < Si < n + 1. D'après ^ : 

TT.{uJx'{-lH'))=Eom{7r,{Ox'{lH')),ujx) = {E^q ® cox) (B ■ . . ® [E^s, ^^x{ôiH)) 
Un élément non nul de E'j^^^ définit naturellement un morphisme non nul : 

7r*{uJx{ôiH))^uJx'{-lH') 

3.1 Si / = 0, on obtient une factorisation : 

P(HO(cu^,))- X' 

I 
I 

y 

P(HO(a;x((5o//)))- - -X 
La flèche verticale de gauche est une projection. 

3.2 Si / = 1 et 5i > dim(X), on sait (cf. |, 8.8.5, p. 239]) que uJx{dim{X)H) est 
engendré par ses sections sauf si (X, C'x(-ff)) = (Pm, (!))• Donc, hormis ce cas, 
}î^{LOx'i—H')) est 7^ 0. Si s est une section non nulle de ux'i—H'), le système linéaire 
s0}î^{Ox'{H')) C îi^{uix')i défini une application rationnelle qui est un plongement hors 
du lieu des zéros de s et donc l'application canonique de X' est birationnelle. 
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En particulier : 

Proposition 3.3 Soient S C P4 une surface lisse et tt : P4 — > P4 un endomorphisme 
qui n'est pas un automorphisme. Alors, si S est en position générale, S' = tt~^{S) est lisse 
et son fibré canonique est très ample, sauf si S est un plan et k = 2. 

3.4 La surface S' est donc de type général, sauf dans le cas d'exception de la proposition, 
5" étant alors une surface de Del Pezzo. 

Démonstration de Comme iVs'P' = it*{NsP), alors us' <S) 7:*{uJs'y = i^P' 
7r*{ujpy)\S' = Os'{5{k-l)H'). Donc ws' = iT*{uJs{3H))(^Os'{{2k-5)H'). Cela démontre 
le résultat puisque, sauf si S est un plan, uJs{2H) est engendré par ses sections. ■ 
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